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En este art¶ ³culo se muestra la taxonom¶ ³a econ¶ omica de un ¶ arbol de expan-
si¶ on m¶ ³nima obtenido a partir de una matriz de correlaci¶ on formada con los
rendimientos diarios de 65 acciones comercializadas en la Bolsa Mexicana de
Valores en un periodo de 8 a~ nos y se realiza una clasi¯caci¶ on del riesgo y
rendimiento de ¶ estas acciones dependiendo de sus distancias en el ¶ arbol al v¶ er-
tice central (centro de masa).
A b stract
This paper exhibits the economic taxonomy of a minimal spanning tree con-
structed from the correlation matrix of daily returns of 65 stocks traded at the
Bolsa Mexicana de Valores during a 8-year trading period and it is made a
classi¯cation of the risk and returns of these stocks depending on his distances
in the tree to the central vertex (mass center).
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1 . In tro d u cci¶ o n
En este articulo se quiere mostrar que el concepto de ¶ arbol tiene aplicaciones
potenciales en el an¶ alisis de mercados ¯nancieros, en particular, en la Bolsa
Mexicana de Valores (BMV). En este documento se analizar¶ a la correlaci¶ on
de los rendimientos de las principales acciones que cotizan en la BMV, usando
¶ arboles de expansi¶ on m¶ ³nima, un novedoso m¶ etodo que ha tenido aplicaciones
importantes en los ¶ ultimos a~ nos. Los ¶ arboles nos permiten visualizar de una
manera muy especial la estructura de correlaci¶ on del mercado.
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Un ¶ arbol de expansi¶ on m¶ ³nima es una red con caracter¶ ³sticas especiales,
que conecta todos los v¶ ertices de una gr¶ a¯ca sin formar lazos. Recientemente
se ha venido prestando mucha atenci¶ on al estudio de las propiedades topol¶ o-
gicas de las redes. En particular, se ha mostrado que muchos sistemas na-
turales y sociales presentan propiedades estad¶ ³sticas inesperadas de relaciones
que conectan diferentes elementos del sistema y que no pueden ser descritas
con gra¯cas aleatorias. Investigaciones recientes muestran propiedades de redes
que describen sistemas f¶ ³sicos y sociales como el sistema de World Wide Web,
Internet y redes sociales.
La noci¶ on de ¶ arbol de expansi¶ on m¶ ³nima proviene de la teor¶ ³a de grafos,
en el ambiente de mercados ¯nancieros este concepto fue introducido por Man-
tenga, Bonano y otros (1989) como un m¶ etodo para encontrar arreglos jer¶ arqui-
cos de acciones a trav¶ es del estudio de conglomerados de compa~ n¶ ³as, usando las
correlaciones de los rendimientos de las acciones. Bonano (2004) lo emplea para
investigar no s¶ olo las acciones de un portafolio, sino tambi¶ en ¶ ³ndices ¯nancieros
y volatilidad.
Con una m¶ etrica apropiada, basada en la matriz de correlaci¶ on, se de-
¯ne un grafo totalmente conectado donde los nodos son compa~ n¶ ³as o acciones
y las distancias entre ellas son obtenidas de sus correspondientes coe¯cientes
de correlaci¶ on. Onnela, Chakraborti, Kaski y Kert¶ esz (2002) analizan ¶ arboles
din¶ amicos, esto es, con ventanas en el tiempo, para mostrar que los activos
del portafolio ¶ optimo de Markowitz est¶ an pr¶ acticamente todo el tiempo en las
ramas externas del ¶ arbol. En Onnela, Chakraborti, Kaski y Kert¶ esz y otros
(2003) se usa el concepto de v¶ ertice central, escogiendo el nodo m¶ as fuerte-
mente conectado del ¶ arbol y de¯nen una medida importante, el "promedio del
nivel de ocupaci¶ on" que durante las ca¶ ³das del mercado aparece con un valor
muy bajo.
En este art¶ ³culo se muestra la construcci¶ on y taxonom¶ ³a de un ¶ arbol de
expansi¶ on m¶ ³nima obtenido a partir de una matriz de correlaci¶ on formada con
los rendimientos diarios de 65 acciones comercializadas en la Bolsa Mexicana
de Valores. Se mostrar¶ a cu¶ al de las 65 empresas seleccionadas para este estudio
es la empresa que puede representar el papel de centro de masa del ¶ arbol,
permiti¶ endonos clasi¯car el riesgo y rendimiento de las dem¶ as dependiendo de
su distancia al mismo.
En la secci¶ on 2 se dar¶ a una breve revisi¶ on del concepto de ¶ arbol de ex-
pansi¶ on m¶ ³nima y su uso en la optimizaci¶ on de portafolios. En la secci¶ on 3
se muestra el ¶ arbol de expansi¶ on m¶ ³nima emp¶ ³rico, su taxonom¶ ³a econ¶ omica,
el centro de masa y la clasi¯caci¶ on riesgo/rendimiento de las 65 acciones de
acuerdo a su posici¶ on relativa al v¶ ertice central.
2 . ¶ A rb o les d e ex p an si¶ o n m ¶ ³n im a
Un ¶ arbol de expansi¶ on es una gr¶ a¯ca de N objetos (v¶ ertices o nodos) unidos
por N ¡ 1 arcos que permiten ir de un v¶ ertice a cualquier otro v¶ ertice. Si cada
arco representa una distancia o costo, o en general si a cada arco se le asocia un
peso (n¶ umero real), la suma de los pesos de todos los lados de un ¶ arbol, ser¶ a el
peso total del ¶ arbol. Un ¶ arbol de expansi¶ on m¶ ³nima es un ¶ arbol de expansi¶ on
cuyo peso total es el m¶ ³nimo posible entre todos los ¶ arboles de expansi¶ on con
los mismos v¶ ertices. En este art¶ ³culo los v¶ ertices del ¶ arbol son las empresas
(acciones) y los arcos representan las distancias entre las acciones, obtenidas a118 U n ¶ arb ol de exp ansi¶ on m ¶ ³n im a en la B olsa M exicana de V alores
partir de cada coe¯ciente de correlaci¶ on de acuerdo con la f¶ ormula
d ij =
q
2(1 ¡ ½ ij)
que es una distancia m¶ etrica que relaciona el activo i y el activo j. Debido a
que 1 ￿ ½ ij ￿ 1, se tiene que 0 ￿ d ij ￿ 2. Note que si dos acciones est¶ an
perfectamente correlacionadas (rij = 1) la distancia entre ellas es 0, si est¶ an
\anticorrelacionadas" (rij = ¡ 1) su distancia es 2.
2 .1 E l P ro m ed io d e o cu p aci¶ o n y el v ¶ ertice cen tral
Es importante caracterizar la forma en que se extienden los nodos en el ¶ arbol.







donde n iv(ºi) es el nivel del v¶ ertice ºi. Los niveles, (no confundirlos con la dis-
tancia d ij entre los nodos) se miden con relaci¶ on a un v¶ ertice especial, llamado
el v¶ ertice central ºc, cuyo nivel se toma como cero. El n iv(ºi) ser¶ a la suma
de los arcos que hay que pasar para ir de ºi a ºc. El promedio de ocupaci¶ on
indica que tanto se extienden las ramas del ¶ arbol. Un valor alto de l(ºc) re°eja
una estructura de mercado muy ¯na, mientras que en el otro extremo valores
bajos se asocian con crisis en el mercado (las ramas del ¶ arbol se contraen). El
v¶ ertice central ºc es considerado como el padre de todos los v¶ ertices del ¶ arbol
o tambi¶ en como la ra¶ ³z del mismo. Este se usa como punto de referencia en el
¶ arbol, contra el cual la posici¶ on de los dem¶ as v¶ ertices es relativa.
Hay un poco de arbitrariedad en la elecci¶ on del v¶ ertice central, sin embargo los
siguientes criterios pueden ayudar a escoger al mejor candidato:
i) Es el v¶ ertice que tiene m¶ as nodos conectados, esto es, el v¶ ertice con mayor
n¶ umero de vecinos. El n¶ umero de vecinos se conoce como el grado del
v¶ ertice.
ii) Es aquel cuya suma de los coe¯cientes de correlaci¶ on de los v¶ ertices vecinos
es m¶ axima. Este criterio se conoce como el peso del v¶ ertice.
iii) Es el v¶ ertice que produce el valor m¶ as bajo del promedio de ocupaci¶ on,
esto es, el centro de masa.
Intuitivamente hablando, es muy probable que los tres criterios coincidan. Un
v¶ ertice con un grado de v¶ ertice alto, el v¶ ertice central en particular, carga
mucho peso alrededor de el (los nodos vecinos), quienes a su vez pueden estar
altamente conectados con otros y as¶ ³ sucesivamente.
2 .2 ¶ A rb o les d e ex p an si¶ o n m ¶ ³n im a y an ¶ alisis d e p o rtafo lio s
En esta secci¶ on se presenta una breve introducci¶ on a la aplicaci¶ on de los ¶ arboles
de expansi¶ on m¶ ³nima en el an¶ alisis de portafolios.
Sea P un portafolio de Markowitz con pesos de los activos w 1;w 2;:::;w N . En
el esquema cl¶ asico de optimizaci¶ on del portafolio de Markowitz, los activos ¯-
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asociado con un activo se mide con la desviaci¶ on est¶ andar. Usualmente se reali-
za la optimizaci¶ on de Markowitz usando datos hist¶ oricos. La idea es optimizar
los pesos de los activos de tal forma que el riesgo del portafolio sea minimizado
para un rendimiento del portafolio rP . Sin embargo, en el marco de ¶ arboles de
activos, la tarea es determinar c¶ omo el activo est¶ a localizado con respecto al
v¶ ertice central. Sean rm y rM los rendimientos m¶ ³nimo y m¶ aximo de un portafo-
lio, respectivamente. El rendimiento esperado var¶ ³a entre estos dos extremos,
y se puede expresar como
rP ;µ = (1 ¡ µ)rm + µrM ; 0 ￿ µ ￿ 1:







i= 1 = 1. Los activos que minimizan el riesgo de un portafolio se en-
cuentran en las ramas exteriores del ¶ arbol, por lo tanto, se espera que ¶ arboles
largos (con l grande) tengan mayor potencial de diversi¯caci¶ on, esto es, la opor-
tunidad del mercado ¯nanciero para eliminar un riesgo espec¶ ³¯co del portafolio
de riesgo m¶ ³nimo (µ) = 0. A medida que se incrementa (µ) hasta llegar a la
unidad, el riesgo del portafolio en funci¶ on del tiempo empieza prontamente a
comportarse muy diferente del promedio de ocupaci¶ on l. Consecuentemente, ya
no es ¶ util para describir la diversi¯caci¶ on potencial del mercado. Sin embargo,
emerge otro resultado interesante: el promedio ponderado del portafolio lP (µ)
decrece cuando µ aumenta su valor. Esto signi¯ca que de todos los posibles
portafolios de Markovitz, las acciones del portafolio de riesgo m¶ ³nimo est¶ an
localizadas lo m¶ as lejos posible del v¶ ertice central, y a medida que se mueve
hacia portafolios con altos rendimientos esperados, las acciones incluidas en ese
portafolio estar¶ an localizadas cerca del v¶ ertice central.
3 . C o n stru cci¶ o n y an ¶ alisis d el ¶ arb o l d e ex p an si¶ o n m ¶ ³n im a
Las series de tiempo que conforman la base de datos para este estudio est¶ an
formadas por los precios de cierre diario de 65 empresas que cotizan en la BMV,
en el periodo comprendido entre el 19/09/97 y el 06/02/04. Para la elecci¶ on
de las empresas y la longitud de la serie se tuvo en cuenta la bursatilidad, ca-
pitalizaci¶ on y mantenimiento de las mismas. La longitud ¯nal de las series es
de 1598. Dentro de las 65 empresas seleccionadas para el estudio se encuen-
tran representados todos los sectores econ¶ omicos, las empresas elegidas tienen
la mayor bursatilidad de cada sector y juntas representan m¶ as del 85% de par-
ticipaci¶ on en el IPC y el 100% del ¶ ³ndice M¶ exico (INMEX). Todas las acciones
incluidas han permanecido activas en el periodo seleccionado para el estudio.
A partir de los coe¯cientes de correlaci¶ on rij se construye la matriz de
distancias D cuyas entradas est¶ an dadas por:
d ij =
q
2(1 ¡ ½ ij):
Los nodos se conectan siguiendo los siguientes pasos (algoritmo de Kruskal):120 U n ¶ arb ol de exp ansi¶ on m ¶ ³n im a en la B olsa M exicana de V alores
Se selecciona una acci¶ on de manera arbitraria y se conecta a la acci¶ on
m¶ as cercana (en t¶ erminos de d ij) esto es, se conecta al nodo que minimiza el
peso total. Considerando todos los nodos que est¶ an conectados, se encuentra y
conecta el nodo m¶ as cercano que no est¶ e conectado. Se contin¶ ua este proceso
hasta que todos los nodos est¶ an conectados, creando as¶ ³ un ¶ arbol de expansi¶ on
m¶ ³nima para la matriz D .
La Figura 1 muestra la gr¶ a¯ca del ¶ arbol de expansi¶ on m¶ ³nima. El camino
m¶ ³nimo se obtuvo con el algoritmo de Kruskal usando Windqsb y el ¶ arbol fue
hecho con el software Pajek.
Figura 1 ¶ Arbol de expansi¶ on m¶ ³nima
Analizando la distribuci¶ on de las empresas en el ¶ arbol se tiene que:
1. El conglomerado (cluster) m¶ as grande esta liderado por Cemex, empresa
l¶ ³der en la producci¶ on y comercializaci¶ on de cemento, concreto y produc-
tos relacionados. Todo el sector de minerales no metal¶ urgicos se mueve
alrededor de Cemex: Apasco, Vitro, Gissa y GCC (cementos Chihuahua).
Las empresas de construcci¶ on: Geo, Ara, Hogar e incluso ICA, la empresa
de ingenier¶ ³a, procuraci¶ on y construcci¶ on m¶ as grande de M¶ exico, tambi¶ en
permanecen cerca de Cemex.
2. El segundo conglomerado es el de las empresas de telecomunicaciones, do-
minado por Telmex, en este conglomerado se encuentran Iusacell, Telecom
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3. Las acciones de Wal Mart de M¶ exico aparecen en las ramas exteriores
del ¶ arbol, mostrando cierta independencia del resto del mercado. De la
misma forma aparece Pe~ noles, el mayor productor de plata y oro a¯nado,
Gmodelo, empresa l¶ ³der en elaboraci¶ on, distribuci¶ on y venta de cerveza
y sorprendentemente Cintra, la empresa que re¶ une las m¶ as importantes
l¶ ³neas a¶ ereas mexicanas y cuyo mayor accionista es el gobierno mexicano.
4. Las acciones de los bancos Bancomer (GFBBB) y Banorte (GFNorte)
aparecen unidas en todos los ¶ arboles, no as¶ ³ Inbursa, que siempre aparece
en otra rama.
5. Las acciones de las televisoras Tvazteca y Televisa se encuentran muy cerca.
Del nodo de Televisa se desprende no solamente Tvazteca sino tambi¶ en las
acciones de Ko° (Coca-cola) y Cel (Iusacell).
En ¶ arboles de acciones altamente capitalizadas en mercados ¯nancieros
de Estados Unidos , los conglomerados formados por sectores econ¶ omicos son
muy claros, no as¶ ³ en este ¶ arbol del mercado mexicano, donde los ¶ unicos con-
glomerados por sector econ¶ omico son: el de minerales no metal¶ urgicos y el de
telecomunicaciones.
La siguiente ¯gura muestra las empresas alrededor de Cemex. Entre las
cuales encontramos a Femsa, Televisa, Gfbb, Gcarso, Bimbo y los conglomera-
dos de construcci¶ on y de minerales no metal¶ urgicos.
Figura 2 Cemex: el v¶ ertice central en el ¶ arbol
El criterio del grado del v¶ ertice nos deja a Cemex como la empresa con m¶ as
vecinos, con un total de 23, seguido por Telmex con 7. El criterio del peso del
v¶ ertice nos da como resultado: en primer lugar Cemex con 25.0354 y segundo
lugar Telmex con 5.3976. Por ¶ ultimo, el promedio de ocupaci¶ on mas bajo lo
obtuvo Cemex, quedando de manera indiscutible como v¶ ertice central. Es muy
interesante comparar los resultados de Cemex con el que se podr¶ ³a esperar que
fuera el v¶ ertice central: Telmex. Adem¶ as de tener un grado del v¶ ertice mucho122 U n ¶ arb ol de exp ansi¶ on m ¶ ³n im a en la B olsa M exicana de V alores
mayor que Telmex (23 vrs 7), Cemex cuenta con un peso del v¶ ertice casi 5 veces
mayor que el de Telmex (25.03 vrs 5.3), los vecinos de Cemex suman un total
del 25% de la participaci¶ on del IPC contra un 5% de Telmex, esto sin contar
sus participaciones propias.
Figura 3 Los vecinos de Telmex
Figura 4 Distancias medidas desde CemexL ind a M argarita M edina H errera y R icard o M ansilla C . 123
La existencia de un centro signi¯cativo en el ¶ arbol no es un asunto trivial
y menos el hecho de que ¶ este coincida con el centro de masa. Partiendo del
v¶ ertice central ºc =Cemex se construye el nivel n ivºi del v¶ ertice ºi que mide la
distancia de una empresa (acci¶ on) a Cemex.
La Figura 4 muestra las distancias entre los nodos del ¶ arbol de expansi¶ on
m¶ ³nima. Con ellas se construye el n ivºi que es la distancia total en el ¶ arbol
entre el v¶ ertice ºi y Cemex.
Como se ha visto, las acciones del portafolio de riesgo m¶ ³nimo est¶ an locali-
zadas lo m¶ as lejos posible del v¶ ertice central. Estas resultan ser: Las hoteleras
Cid Mega y Posadas, la minera Pe~ noles, Waltmart de comercio y Cintra de
transporte a¶ ereo. A medida que se mueve hacia portafolios con altos rendimien-
tos esperados, las acciones incluidas en ese portafolio est¶ an localizadas cerca del
v¶ ertice central: Cemex, Ica, Apasco, Maseca, Gfbbb y Femsa entre las 23 que
rodean el v¶ ertice Cemex.
El \promedio de ocupaci¶ on" l(C em ex ) es:





n iv(ºi) = 2:14
En las bolsas ¯nancieras americanas el promedio de ocupaci¶ on oscila entre 3
alcanzado en 1986 y 9.5 en 1994, manteni¶ endose la mayor¶ ³a del tiempo por
encima de 4. El valor 2.14 nos muestra que aunque el mercado mexicano no
est¶ a en crisis, es a¶ un un mercado en desarrollo, uno donde el comportamiento
del sistema es todav¶ ³a muy homog¶ eneo.
4 . C o n clu sio n es
El ¶ arbol de expansi¶ on m¶ ³nima ha mostrado ser un instrumento e¯caz para vi-
sualizar la distribuci¶ on de las acciones m¶ as importantes de la Bolsa Mexicana
de Valores y para ¯ltrar informaci¶ on econ¶ omica y ¯nanciera de la matriz de co-
rrelaci¶ on. Al utilizar la longitud del ¶ arbol como una manera de medir la diversi-
¯caci¶ on del mercado (una de las formas de eliminar el riesgo sistem¶ atico) medi-
ante "el promedio de ocupaci¶ on" se encuentra que aunque el mercado mexicano
no est¶ a en crisis, es a¶ un un mercado en desarrollo, donde el comportamiento
del sistema es todav¶ ³a muy homog¶ eneo. Para apoyar esta conclusi¶ on se puede
observar que a diferencia de los mercados americanos, donde los conglomera-
dos por sectores econ¶ omicos son claramente identi¯cables, el ¶ arbol de la BMV
s¶ olo presenta dos: el de Minerales no Metal¶ urgicos, liderado por Cemex y el de
Telecomunicaciones, liderado por Telmex.
El ¶ arbol permite mostrar una clasi¯caci¶ on del riesgo de las acciones inclu-
idas en el estudio, mostrando su distancia relativa al v¶ ertice central (Cemex)
que en este caso coincide con el centro de masa del ¶ arbol (Fig 3).
La contribuci¶ on fundamental de este trabajo es mostrar una alternativa a
la teor¶ ³a de Markowitz para la formaci¶ on de un portafolio ¶ optimo. De todos los
posibles portafolios de Markovitz, las acciones del portafolio de riesgo m¶ ³nimo
est¶ an localizadas lo m¶ as lejos posible del v¶ ertice central y a medida que se pasa
hacia portafolios con altos rendimientos esperados, las acciones incluidas en ese
portafolio estar¶ an localizadas cerca del v¶ ertice central.
Futuros estudios pueden partir de este art¶ ³culo. Parece interesante analizar
los cambios en la estructura de ¶ arboles de expansi¶ on m¶ ³nima en la BMV que124 U n ¶ arb ol de exp ansi¶ on m ¶ ³n im a en la B olsa M exicana de V alores
pueden darse al cambiar las ventanas de tiempo. Esto es, construir ¶ arboles
diarios, semanales, mensuales o con la frecuencia que los datos permitan (¶ arboles
din¶ amicos) y comparar los v¶ ertices centrales y los promedios de ocupaci¶ on, entre
otras cosas. De la misma forma se puede construir ¶ arboles con activos diferentes
(no solo acciones), inclusive con los activos que componen un portafolio para
analizar su e¯ciencia. Los ¶ arboles construidos a partir de series de volatilidad
tambi¶ en parecen ser interesantes.
Finalmente, el ¶ arbol de activos se puede ver como una poderosa herramien-
ta gr¶ a¯ca, pues aunque parece estar fuertemente reducido, contiene informaci¶ on
esencial del mercado y se puede usar para a~ nadir un juicio subjetivo al problema
de optimizaci¶ on de un portafolio.
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